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Markowitz型投資理論の数値解法
田中寛※
Mar主owitzの投資理論によ号、さまざまな投資市場におけるポートフォーリオや，ある特
定の市場の異なる金業に対するポートフォーリオを，扱うことができる。多くの投資市場や多
くの企業を取り扱おうとすると，コンビュータを用いることが必須になる。しかしながら，経
済学の教科書で扱われている方法や，もともとのMarkowitzの解法 (criticalline algorithm) 
は，コンビュータによる処理に適していると詰いえない。そこで、 Markowitzの解法を見直し
て，コンピュータ処理に向いている形に定式化した。
~ 1.はじめに
Markowitzは、収益率のn個の変化量の組 {xdから形成される共分散行列をZ、ポートフ
ォリオのn個の投資比率の組{wdから形成されるベクトルをwとしたとき、ポートフォーリ
オ分散
w'l:w 、 、 、? ?? ??? 、
という量を目的関数として、期待する収益率yに対して最小にする{wdの組を求めればよいと
いう理論を見つけた01)ただし、投資比率の各Wjを合計すると、
n 
L Wj 1 (2) 
であり、また、期待する収益率は、各収益率Xjに投資比率の割合引をかけて合計した結果を
行列形式で表すと
n 
L Wj Xj = w'x = y (3) 
1) H.M.Markowitz， 1952， "Portfolio Selection"， Journal of Finance 7，77-99. H.M.Markowitz， 1992， Mean 
Variance Analysis in Portfolio Choice and Capital Markets， Blackwell Publishers. H.M.Markowitz， 1999， 
"The Early History of PO陀folioiTheory: 1600・1960"，Finance Analysis Journal55， 5・16.
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である。式 (1)において、 wの転置行列w'が1X n、工がnXn、wがnX 1であるので、式
(1)の計算結果はスカラー量である。共分散行列エは、確定されている収益率の組{xdから一
意に計算される確定した行列である。2)
この式 (2)と式 (3)を条件として式(1)の量を最小にするという数学上の最適化問題を、
Markowitzl)は定められたyに対する制約条件式 (2)を満足するある組{wdから出発し、ま
ず、 yに対する目的関数である式 (1)が最小となる{wdを求める。次いで、シンプレックス法
によりyを変化させて式(1)が最小となる式 (2)を満足する組{wdを求める。
同じ問題をラグランジ、ユ関数を用いた行列形式でも解くことができる03)ラグランジ、ユの未
定係数を式 (2)に対するものをλl、式 (3)に対するものをλ2とそれぞれすると、式 (1)の
式 (2)および式 (3)の制限条件下でのラグランジ、ユ関数は、
L(w，入bλ2)= w'1:w-2λ1(l-I'w)-2入2(Y-w'x) (4) 
となる。ここで、 l'と表したものは、すべての要素がlであるn個の要素を持つ列ベクトル1
を転置した行ベクトルであることを示す。式 (4)をwおよび、入l、λ2について極値を持つもの
とすると、一階の条件として
δL/ d w = 2w'1: + 2入]1+2入2X=O
dL/δ入l=l-l'w=O
δL/d λ2=Y-W'X=O 
が得られる。式 (5)から
α=X'1:-lx 
s=x'1:-'1 
y= 1'1:-11 
として解くと、 yに対する式(1)から得られる最小の分散として、
(yy2-2sy+α) / (αy_s2) 
が得られ、その時のwの列ベクトルは
1:-I{X( yy-s)+I(α-sy)} / (αy-s2) 
(5) 
(6) 
である。 α、pおよびyは、すべてスカラー量であることに注意すると、あるyに対する最小
の分散は、 yについて二次式で与えられることが式 (6)から分かる。
式 (6)においてyの二次の係数が正であるならば、最もリスクの小さいポートフォーリオ
2) R.A.ジョンソン，D.W.ウィッチャン， 1992，多変量鮒庁の側主研究現代数料土(西田俊夫訳)，9-15. 
3) J.H.Cochrane， 2001， Asset Pricing， Princeton University Press， Princeton， 83・86.
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になる収益率 Yminが
Ymin = s/ Y 
であり、その時のポートフォーリオの投資比率の割合を示す列ベクトルWminが
Wmin = 1:-1 1/ y= 1:-1 1/ (1 '1:-11) 
であることになる。
Markowitzの解法 (criticallioe algorithm) は、二次元の場合 (0が2の場合)にどのよう
に解いていくのかの理解が図上で辿ることができるという意味から非常に直感的で解りやす
い。しかしながら、三次元以上になった場合に、その利点が一挙になくなってしまう Oしかも、
二次元の場合には直線上においてのみ最小の分散を探せばよかったのであるが、三次元では平
面上で探すことのになり、四次元以上では事態はもっとさらに複雑なことになる。この点にお
いて、この解法は実用的とは言いがたい。更にまた、シンプレックス法によるリスク最小のポ
ートフォーリオを求めることは、たとえコンビュータで行うとしても、計算精度の面で問題が
ある。5)
ラグランジ、ユの表式から出発して行列形式によって解いた結果6)は、期待する収益率という
量の二次関数で表現できるという経済学上の知見にとって目覚しい成果が得られている。式
(6)に現れているα、β、Yという量すべては、共分散行列Zの逆行列11:-1を用いて計算され
ることになっている。このことが、行列形式による解が明快な形になる重要な要因で、ある00が
小さい場合(少なくとも4ぐらいまで)、分数による手計算ができるので逆行列の計算が誤差
なしで正確にできるのである。ところが、 nが大きくなった場合には、コンビュータを用いる
数値計算をせざるを得なくなる。コンビュータを用いた数値言博においては、逆行列の計算と
いうものを行うこと自体が、計算精度を落とす原因となることがよく知られている。7)そして、
数値計算上の常識では、逆行列を計算するところでは、連立一次方程式の形にすることになっ
ている。しかし、今計算する必要がある式 (6)の場合、逆行列が求まるものとしたあとの計
算であるから、式 (6)の計算を連立一次方程式の形に直接変形することはできない。
式 (5)の行列形式で書かれている式をよく見ると、この三つの式で、(0+2)x (n+2)の連立一
次方程式の形になっているのである。このことを ~2 において示すo ~ 3において、ボートフォ
ーリオを計算した具体例を示すo ~ 4において、本論文の結論を述べる。
4) R.A.Haugen， 1997， Modern InvestmentTheory， Printice Hall Inc.， 125-130. 
5) H.Tanaka and H.Kawano， 1996，“A Simple Fixed Point Algorithm for a Static General Equilibrium Model 
with Tax Policies"， Aomori Public College Journal of Management & Economics 2，68・83.
6)田畑吉雄， 1992，知里ファイナンス論，牧野書底37-40.
7)戸川隼人 1985，マトリクスの数値計算，オー ム社，61・64.
~ 2.直接解法の定式化
数学における表式というものは、それを見てそこに表現されている内容をどのようなものと
して解釈を行うかは、解釈者によって全く異なる。その相違は、解釈者の学問的背景なり、そ
の表式を何のためにどのように行おうとしているかによっている。同じMarkowitzの投資理論
を基にしておりながらも、 Markowitzの解法は投資理論の数学的モデル化という主眼点に従
った一応の解法であり、また、式 (5)の解釈における行列表現形式のものは投資リスクの期
待収益率依存性の表現に集中している。
式 (5)の解釈におては、コンビュータを用いてMarkowitz投資理論を実際の株式投資に適
用しようとする立場からは、全く異なる解釈ができる。式 (5)を少し変形すると、
I.w + 1λ¥ +xλ¥=0 
l'w= 1 
x'w=y 
(7) 
となる。ここで、 nXnの共分散行列Zおよび収益率ベクトルxは既知で、あり、ポートフォリオ
配分比率ベクトルw、ラグランジ、ユ未定係数で、ある A¥およびんが未知である。更に、 yは期
待収益率であり、式 (7)を解こうとする際にある値に定めるものである。
式(7)の表現だけでも、 w、λlおよび、んについての(n+2)X (n+2)の連立一次方程式で、あるこ
とが分かるが、ここでは、もっと明示的に示そう。式 (7) を行列そのものの表現ではなく、
その各構成要素の表現で表すと、
エ¥¥w¥+エ¥2W2 +エ¥3W3+・・・+エ¥nWn +入¥+X¥入2= 0 
L2¥ W ¥ + L22 W 2 + L23 W 3 +・・・+L2n Wn +λ] + X2入2=0
L3] W] +L32W2+L33W3+・・・十 L3nWn +入¥+ X3入2=0
エn¥W1 +エn2W 2 + Ln3 W 3 +・・・+エnnWn +入¥+ Xn入2=0
W] + W2 + W3 +・・・+ Wn = 1 
X] W] + X2 W2 + X3 W3 +・・・+ Xn Wn = Y 
となる。この表現まで来れば、連立一次方程式の表現である
(8) 
フ
Ab=c 
の形をしている。ただし、 Aは(n+2)x (n+2)の行列で、あり、
(9) 
A = I l:1 LI2 l:13 ・・・l:ln1 XI 
エ21l:22 l:23・.• l:2n 1 X2 
l:31 l:32 l:3 ・.• l:3n 1 x3 
(10) 
エnlLn2 l:n3 ・・・l:n1 Xn 。
XI X2 X3 . Xn 0 0 
と表され、、また、 bおよび、cは(n+2)のベクトルであり、その転置したものは、それぞれ
b'= (WI W2 W3 ・・ Wnλlλ2)
、 、 ? ? ???? ?? ， ? ? ? ?
c' = (0 0 0 ・ o 1 y) (12) 
となる。
~ 3.例の提示
企業として、日経平均株価の評価に使われる電気機器部門の29社を選んだ。データは、「日
経マネー&マーケットJ8)のホームページからコピ}をして保存した。そして、 2001年10月1
日の東証株価指数の終値を基準として、 47日間の利益率を計算に用いる。データ処理はDell社
製のノート PCで行い、 Microsoft社のExce1をデータ保存およびグラフ描画に用い、 Borland
社のフリーソフトイじされたCコンパイラーをデータ計算のプログラミングツールとして組み合
わせた。また、連立一次方程式 (8)は、 Crout法7)を用いて解いたO
図lに各企業の利益率の平均およびその標準偏差がムで示されている。横軸が収益率の標準
偏差であり、縦軸が収益率の平均である。収益率の平均は、株価が値下がりした負の企業から、
8) http://marketsearch.nikkei.co.jp/cdb/nidxprice.cfmつref=2
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0.4近くの企業まであることが分かる。また、収益率の標準偏差は、株式投資のリスクの目安
であるが、 0.02台から0.2までの10倍近くの差がある。注目すべきことは、すべての企業の分
布が標準偏差に対する収益率のほほ双曲線上にあり、リスクの大きい企業が収益率の大きいと
ころかIJ、さいところにしかないことで、ある。
図lには、 Markowitzのいわゆるフロンテイアも・で示されているO縦軸が期待収益率yで
あり、横軸が連立」次方程式 (8)を解いたときに得られる{wdを用いて計算された式 (1) 
の根を取った量である。このとき、各wiは正とは限らず、負になる企業もある。このことは、
ポートフォーリオとして投資を行う企業が正の値であり、投資を引き上げる企業が負の値とな
ることを示している。このような投資行動を行えば、リスクが全体として極めて小さいことが
分かる。また、注目されるのは、最もリスクの小さい点が、期待収益率がほぼゼロであること
である。このことは、現在時点での経済状態を、株式市場から見た状況を示していると考えら
れる。経済状態が好転すれば、各企業のそれぞれの点が縦軸でもっと大きい値のところに移動
し、式(1)の量の最小となる期待収益率は、もっと大きい値を取るようになることが期待さ
れる。
図1 日経平均株価の評価に使われる電気機器部門29社のデータ(ム)
をもとにしたポートフォリオのフロンティア。.は、投資比率にゼ
口以上という制限をつけない場合0+は、投資比率にゼ口以上とい
う制限をつけた場合。横軸が標準偏差であり、縦軸が実際の収益率
(ム)ないし期待収益率(・および+)である。
実際の投資行動として負の投資比率引を取ることができるとは限らない。例えば、株式のポ
ートフォーリオを組んで、初めて投資をはじめようとする場合である。この場合には、引き上げ
ることができる既になされている投資がないのであるから、負の投資比率Wjがあっては困る
ので、あるoWjに課される条件として、ゼロ以上という条件がつくことになるoWjがゼロという
ことは、その企業には投資をしないことで、あるO負のWiになる企業のWiを強制的にゼロとして
7 
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ポートフォーリオを組みなおし再度計算をしなおす必要がある。図lには、期待収益率yのそ
れぞれにおいて、すべてのWjがゼロ以上になるまでポートフォーリオの計算を繰り返した結
果も.で示されているoWjがゼロ以上という条件をつけなかった場合に比べて、各yに対する
式(1)で計算されるリスクがかなり大きくなることは当然である。また、異なるyに対する式
(1)で計算される量の変化が滑らかでないのは、各yを計算する際に組まれるポートフォーリ
オを構成する企業が必ずしも同一ではないからで、あるoyが0.1の場合にリスクが0.00298であ
り、 yが0.2の場合にリスクが0.00523である。ポートフォーリオの企業名および投資比率をそ
れぞれ表lおよび表2に示す。期待収益率の違いによって、ポートフォーリオの構成と投資比
率がどの程度異なるかが分かる。
表1 y=O.1の場合のポートフォーリオ 表2 y=O.2の場合のポートフォーリオ
企業名 投資比率 企業名 投資比率
カシオ 0.416 ファナック 0.604 
ファナック 0.253 沖電気 0.217 
沖電気 0.083 明電舎 0.179 
松下電工 0.088 
目立 0.160 
~ 4.結論
Markowitzの投資理論を連立一次方程式の形で直接に解くことができることを示した。この
定式化により、多数の企業についてのポートフォーリオをコンビュータを利用して敏速かっ正
確に計算できることが分かつた。
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